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Processos Markovianos de saltos

Seja & um conjunto enumeravel qualquer e Q = (gxy )x,yes uma
Q-matriz, i.e., Q satisfazV x,y € §

(') 0 < Jx ‘= —Qxx < 0O0;
(i) gy >0, se x # y;
(III) ZZES gxz = 0.

ObS. ZZES,Z#X qXZ = qX
Para x,y € S, sejam

D seqge#A0ex#y; 0, seqx#O0;
Txy = ax € Txx =
0, segy=0ex#y. 1, seqg,=0.

Entdo M := {m,; x,y € S} é uma matriz estocastica.



PMSs (cont)

Vamos a seguir construir um processo de saltos (X;), definindo a cadeia
de saltos e depois os tempos de salto.

1) Cadeia de saltos: (Y;,) ~ CM(u, M), onde 1 é a distr de Xp.

2) Dada (Y,), Ti1, T2, ... s3o va's exponenciais indep com taxas

QYo QYys - - - rESP.

Construcdo de (X;)

Sejam 719, 71, ... va's iid Exp(1). Dada (Y,), fagamos

Tot1="7a/qy,, n>0

(conv: 7,/0 = 0). Note que T, >0V n>1 qc.

H4 3 casos (como ja vimos antes, mais genericamente).

1)Se T,<ooVn>1leS,=3", T, — oo quando n — oo, entdo
Xe=Yn seS, <t < S, paraalgum n >0 (Sp = 0),

estad bem definido para todo t > 0.



3 casos

2) Se T, = oo para algum n > 1, seja n* =min{n>1: T, = oo},
entdo
Xe =Y, se S, <t<S,1 para algum n < n* (S = 00),

esta bem definido para todo t > 0.

3)Se T, <ooVn>1eS,— (< oo quando n— oo, entdo

Xe =Yy seS,<t< S, paraalgum n>0
=00, se t > (, onde

oo é um ponto adicionado a S, estd bem definido para todo t > 0.

(Xt)t>0 assim definido é dito processo Markoviano de saltos (minimo)
associado a Q. Not: (X;) ~ PMS(-, Q).

Def. Se P.(S, — ¢ < o0) > 0 para algum x € S, diremos que (X;:)/Q é
explosivo/a. Do contrario, diremos que é ndo explosivo/a.

Ex: o Processo de Nascimento do Teorema 1.i do Album 12 é explosivo.



Exemplos

1) Processo de Poisson de taxa A >0em S = N:
Gy = A0xq1,y, X #y €N,
2) Processo de Nascimento Puro em & = N. Dados g > 0, x € N:
Gy = Qx Ox+1,, X #Zy € N.
2") Processo de Nascimento Linear: g, = Ax, x € N, A > 0.
2"} Processo de Nascimento Linear com imigracdo:
gx =t+Xx, x €N, (,A > 0.
3) Processo de Nascimento e Morte em § = N.
Dados pix, Ax >0, x € N, com po = 0:
Oy = Hx Ox—1,y + Ax Ox41,y, X #y €N

Ao Hx Ax x>0

N\ NN

0 1 x—1 x x+1

3') Fila com 1 servidor: A, = )\ (taxa de chegada de clientes),
tx = p (taxa de servico)



PMS — Propriedade de Markov
Teorema 1
Dados 0 <ty <ty <+ - <th <thpt1€X0,---,Xn+1 € S,
P(Xt, 1 = Xng1 | Xe, = Xny -, Xep = X0) = P, (Xtpi1—tn = Xnt1).

Dem. Segue da construcdo, usando a falta de memdria da
distribui¢do exponencial e a propriedade de Markov de (Y}). O

X

~ Exp(qx,) indep do passado
—A

—o —! 5




Construcoes equivalentes
1) {r%; y €S, n >0} iid Exp(1)
Dado que Y, = x, entdo facga

T =Tn/Gy, y # X Topr=infy T

_ Ty .
Y= y, se Thy1 =T, 1
n+1 =
x, se Tphy1 = o00.

2) Sejam (NY), x,y € S, PPs independentes com taxas gy, resp.
Dados Yy e Sg = 0, facamos recursivamente

Spp1 = inf{t > S, N + N;:"’y para algum y # Y, }, e

Yo, Yn,y.

Yool — Yy, se5n+1<ooeN5n"+i’7é Nsn"y,

n+1 —
Y., seSpi1= .

Obs. Os infs acima estdo bem definidos pois Zy#x Qxy = qx < 0.



